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Soit G un groupe de Lie reel d’algebre de Lie T. M. Duflo a construit des 
representations unitaires irreductibles de G associees a certaines G-orbites 0 dans le 
dual F * de .% pour I’action co-adjointe. On dtmontre dans ce papier une formule 
du caractere pour ces representations, dans le cas oti I’orbite 52 est temperee. 
fermte, de dimension maximale. 
Let G be a real Lie group with Lie algebra .F. M. Duflo has constructed 
irreducible unitary representations of G associated to some G-orbits R in the dual 
%* of .v. We prove a character formula when J2 is tempered, closed, and of 
maximal dimension. 
TABLE DES NOTATIONS 
T. 1. Si G est un groupe de Lie d’algebre de Lie .% agissant dam E, et 
x E E, on note G(X) le stabilisateur de x dans G et F(x) son algebre de Lie. 
T.2. Soit V un espace vectoriel reel. On note Vc son complexif%. On 
designe par F?* le dual de V. Si W est un sous-espace de V, on note W’ 
l’orthogonal de W dans V*. 
T.3. Si H est un groupe topologique, on note H, sa composante neutre. 
T.4. Si 9 est une sous-algebre de Lie de ,F, et G est un groupe d’algebre 
de Lie .F, on note exp(P) le sous-groupe analytique d’algebre de Lie y. 
T.5. Si lEs?P* B, est la forme bilineaire definie par 
B,(X, Y) = I([X, Y]); :X, YE 9). On note aussi B, la forme bilineaire non 
degentrte associte par passage au quotient par le noyau. 
T.6. Si G est un groupe de Lie, A, est la fonction module associee. Si H 
est un sous-groupe ferme de G, A,,, = A,/A, et &G,H est la “mesure” 
quotient correspondante i un choix de mesures de Haar a gauche sur G et H 
respectivement [ 2, Chap. V]. 
T.7. Soient G un groupe de Lie d’algebre de Lie F, dp, une mesure de 
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Haar a gauche sur G, et dX une mesure de Haar sur .!5’. On dira que dpG et 
dX se correspondent si &(exp X) = det(( 1 - e-Odx)/adX) dx. 
T.8. Soient G un groupe de Lie d’algebre de Lie 57, et R une G-orbite 
dans .Y*. On note dPn la mesure canonique normalike comme en [2, 
Chap. II]. 
T.9. Soit U une variete. On note a(U) l’espace des fonctions de classe 
C” a support compact dans U. 
T.lO. Soit H un sous-groupe ferme de G d’algebre de Lie h. Si R est une 
representation unitaire de H dans un espace de Hilbert Z, on note Indg(R) 
(ou Ind R) la representation unitaire de G induite par R. L’espace de cette 
representation est l’espace de Hilbert des fonctions a sur G a valeurs dans X 
qui sont mesurables et verifient: 
(1) a(yx)=]detAd,,hx]1’2R(x)-‘a(y),pourtoutyEGetxEH. 
(2) J‘,,, Il4x)ll&4,,&) < +a)* 
Le groupe G opere par translations a gauche dans cet espace [2, Chap. V]. 
T.11. Si .Y est une algebre de Lie, on note j la fonction definie sur .Y 
par: 
j(X) = (det ( s~~~$~2 ) ) li2. 
INTRODUCTION 
La methode des orbites de Kirillov montre qu’il existe un lien etroit entre 
l’analyse harmonique sur un groupe de Lie G et l’analyse de Fourier sur son 
algebre de Lie .?Y. 
Soit G le dual du groupe de Lie G (l’espace des classes de representations 
unitaires irrtductibles de G). 11 a tte conjecture par Kirillov [ 141 que pour 
une representation T dans 6, il existe une G-orbite R pour l’action de la 
representation co-adjointe dans le dual Z?‘* de .Y, et une fonction P, de 
classe C” sur .?‘, G-invariante, non nulle au voisinage de 0 et telle que 
P,(O) = 1, telle qu’on ait au voisinage de 0: 
tr T(exp X) = P,(X)- ’ 1‘ ei(‘3x) d/l,(I) 
-52 
oti dPa est la mesure G-invariante canonique associee a R (T.8). 
L’egaliti (1) doit &tre interpretee comme egalite de distributions dans un 
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voisinage de 0 dans Y: pour tout w de classe C” a support compact dans un 
voisinage de 0 dans F, on a: 
(2) 
ou dX est une mesure de Haar sur .Y. 
Cette formule est la formule “universelle” de caractere de Kirillov. 
Cette formule est prouvee dans le cas nilpotent par Kirillov [ 141, dans le 
cas connexe compact par Kirillov [ 141 et Pukanszky [ 161, dans le cas 
resoluble de type I par Duflo [5] et Pukanszky [ 171, dans le cas resoluble 
par Khalgui [ 121, dans le cas reductif par Rossman [20]. 
Darts [ 121, on montre que la formule (2) doit i?tre modifiee par un facteur 
(entier) n d&pendant de T: 
tr 11 w(X) T(exp X) dX = n. !, (ji w(X) Pa(X)-’ ei(‘*x) dX) dp,(l). 
-6 
(3) 
Ce facteur apparait aussi dans le cas reductif [20]. 
Dans [ 121 on montre qu’on a une formule analogue a (2) pour des 
representations factorielles normales T de G, et des orbites gineralisees Q 
ditinies par Pukanszky [ 181. 
On montre dans [ 131 que (3) est aussi vrai dans le cas des groupes de Lie 
a radical cocompact. En plus dans [ 131, on montre que la formule (3) n’est 
pas “universelle” mais seulement “ginerique” (dans un sens precise dans 
1131). 
Le but du present travail est de montrer que ces resultats s’etendent aux 
representations unitaires irreductibles de groupes de Lie generaux construites 
par Duflo [8], associees aux orbites temperees de dimension maximale. 
Rappelons en brievement la construction. Le groupe de Lie G opbre par la 
representation co-adjointe dans le dual 55’ * de .%. Soient 1 E Y*, G(Z) le 
stabilisateur de 1 dans G, .?‘(I) l’algebre de Lie de G(Z), (T. 1.). On note G(Z) ’ 
un certain revetement d’ordre 2 de G(Z) (cf. I. l.), E l’element non trivial du 
noyau de la projection de G(Z)’ sur G(Z), X(Z) (respectivement X’l”(Z)) l’en- 
semble des classes de representations unitaires (respectivement unitaires 
irreductibles) r de G(Z),’ dont la differentielle est multiple de la restriction de 
iZ a Y(Z) et telle que r(e) = -1. Une forme 1 est dite admissible si X(Z) est 
non vide. D’autre part 1 est dite bien polarisable s’il existe en Z une 
polarisation resoluble dans la complexifile Fc de ,F verifiant la condition de 
Pukanszky [8]. A 1 admissible et bien polarisable et r E X(Z), M. Duflo 
associe une classe de representations unitaires T,,, de G dont le cornmutant 
est isomorphe a celui de r. 
Soient 1 admissible et bien polarisable et r E Xi”‘(Z). Posons T = T,,, et 
Q = G.Z. 
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Rappelons que l’orbite Q est dite temperee s’il existe une norme ]] ]( sur 
.Y * et un nombre m >, 0 tel que: 
J (1 + Il~ll)-” 4Mo < +a* D 
Soient dpG une mesure de Haar a gauche sur G, et dX la mesure de Haar 
correspondante sur 55’ (T.7). On note respectivement si $ E g(G) et 
IJ/ E G(<F) (T.9): 
WI = j 46) T(x) &c(x), 
G 
et 
T(y) = 1 y(X) T(exp X) dX. 
M 
Soit j la fonction delinie sur Fpar: 
j(X) = det 
Supposons l’orbite 0 temperee, et telle que F(I) soit nilpotente (I E a), et 
supposons dim(r) < +co. 
Notre resultat principal est le suivant: l’application Q t--+ tr T(4) definie sur 
Q(G) est un caractere distribution sur G. De plus, il existe un voisinage V de 
0 dans F sur lequel j ne s’annule pas, et tel que, pour tout y E 5J( v) (T.9), 
on ait: 
tr T(w) = dim(r) 1 (W ’ )L1(O d&(l), R 
Oli 
(yj-l)*(Z) = !, y(X)j-‘(X) eitJqX’ dX. 
(cf. Theoreme 111.2.). 
Ces resultats generalisent comme on l’a indique plus haut les risultats de 
[S, 12-14, 17, 201. 
Notons que les conditions de ce theoreme sont verifiees en particulier dans 
le cas ou G est algebrique, et l’orbite Q est fermee de dimension maximale. 
La methode de demonstration est classique: elle consiste a se ramener par 
divers procedes de reduction (cf. en particulier [ 141) au cas reductif connexe 
trait6 par Rossman. 
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I. PR~LIMINAIRES, NOTATIONS, ET DEFINITIONS 
(1.1) Soient V un espace vectoriel reel muni d’une forme B bilineaire 
alternee et H un groupe operant dans V par des automorphismes lineaires 
conservant B. Soit E un sous espace de V, on note Ek le sous espace de V 
orthogonal a E. Soit p l’orthogonal de V. L’espace V/V’ est symplectique 
et H opere dans V/V+. On note Sp(V/V+) le groupe symplectique associe a 
V/V+, Mp(V/V+) le groupe metaplectique associe a V/V’ si V/V’ # (O}, et 
Mp(V/V+) = { f 1 } si V/V+ = (0 }. Le groupe Mp( V/ V’) est un revetement 
d’ordre 2 de Sp(V/V+). On note rr la projection canonique de Mp( V/V+) sur 
Sp(V/V’-). On note H l’ensemble des couples (h, m) E H x Mp(V/Vk) tels 
que h et m aient mime image dans Sp(V/Vk). Remarquons que H” est un 
revetement d’ordre 2 de H. (cf. par exemple [ 81). 
(1.2) Soient G un groupe de Lie reel d’algebre de Lie .Y, .Y * le dual de 
Y, et ZE .Y”*. On note G(Z) le stabilisateur de I dans G pour l’action de la 
representation co-adjointe, et B, la forme bilineaire detinie sur .‘G x .% par I 
(T.5). On note alors G(I)g le revetement d’ordre 2 de G(I) associe a B, dans 
(1.1) (avec les notations de (1.1) on a I?= ?Y, B = B,, et H = G(1)). 
De meme si ./I/‘ est un ideal de .V, .K‘* le dual de .A. (T.2), et fE, 4 ‘*, 
soient G(f) le stabilisateur de f dans G (T.l), et B, la forme bilineaire 
associee a f (T.5). On defmit alors un revetement G(f).’ de G(f), d’ordre 2. 
(cf. (1.1): V=.K, B=Bf, H=G(j-)). 
(1.3) Formes admissibles. On note rr la projection canonique de G(f)” 
sur G(I) et E l’element non trivial du noyau de rc. 
On dit que 1 est admissible (ou G-admissible) s’il existe un caractere 
unitaire x, de (G(l),,)’ (T.3) tel que X!(E) = -1 et de differentielle ill ?(,). Un 
tel caractere est unique s’il existe. On note X(I) (ou X,(I)) l’ensemble des 
classes de representations unitaires r de G(I).’ telles que la restriction de r a 
G(l): soit multiple de x,. On note Xi”(l) les elements irreductibles de X(I), 
9 l’ensemble des couples (I, r) oti I est admissible et bien polarisable [8], et 
5 E X(Z), 9iirr les elements (1, 5) E 9 tels que r E P(Z). 
II. REPRESENTATIONS UNITAIRES DE G 
Soit (I, r) E 9 (cf. (1.3)). M. Duflo [8] a construit une classe de represen- 
tations unitaires de G notee T,., ayant les proprietes suivantes: 
(i) Le commutant de T,,, est isomorphe h celui de t. En particulier, 
T,,, est irriductible (respectivement factorielle, factorielle semi-finie) si et 
seulement s’il en est de m&me pour r. 
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(ii) Si a est un automorphisme de G, on a: 
=T,,r = To.,,+ (oli 9 = z 0 a-‘,...) 
(iii) Si 1’ est admissible et bien polarisable, t’ E X(l’), et 1’ @ G.1, 
alors les representations T,,, et r,,,,, sont disjointes. 
(iv) Soient r et r’ E X(1). L’espace des operateurs d’entrelacement 
entre T,,, et T,,,,, est isomorphe a l’espace des operateurs d’entrelacement 
entre 5 et 5’. 
(v) Supposons r factorielle. Soit y un element du centre de G et (y, 1) 
l’element correspondant du centre de G(1)‘. Alors T,,,(y) et $7, 1) sont la 
multiplication par un mCme scalaire. 
On a ainsi une injection de 3?i’“/G dans G induite par (I, r) -+ T,,,. Ceci 
generalise la bijection de Kirillov dans le cas nilpotent connexe [ 141, les 
resultats analogues d’Auslander et Kostant et Pukanszky dans le cas 
resoluble [ 1, 181, les resultats de Khalgui dans le cas a radical cocompact 
1131. 
III. RBSULTATS 
Soient G un groupe de Lie reel d’algebre de Lie 3’, dpo une mesure de 
Haar a gauche sur G et dx la mesure de Haar correspondante (T.7). 
Si U est un ouvert de .Y contenant 0, et si l’application exponentielle est 
un diffeomorphisme de U sur un ouvert exp U de G, on pose pour v E 5?(U) 
(T.9): 
(X E 3 ). 
Alors 4 est dans .@(exp U). 
Si T est une representation de G, on a alors T(4) = T(y) od T(g) et T(y) 
sont definies comme dans l’introduction. 
Soit (I, 7) E Zirr. On note T= T,,, la representation unitaire irreductible 
associee i (I, r) (cf. II), et R = G.1. 
111.1. PROPOSITION. Supposons que l’on ait dim(r) < +oo et que l’orbite 
f2 soit temperee, fermee, et telle que F(l) soit nilpotente (1 E 0) (T.l), (cette 
derniere condition est vbt@ee si D est de dimension maximale [2, Chap. II]. 
Alors il existe un voisinage ouvert V de 0 dans ~~ sur lequel j ne s’annulle 
pas, est de classe C”, et tel que Pon ait pour tout IC/ E a(V): 
(1) Si T(y) est un operateur positif alors T(y) est tracable. 
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(2) Si T(v) est tracable, on a: 
tr T(y) = dim(r) . J’ (wj-l)-(l) @o(Z). 
n 
DEFINITION. Si pour un groupe de Lie G, une representation T et une 
orbite a, les conditions (1) et (2) de la proposition sont verifiies, on dit que 
(G, T, 0) vlrifie la condition (P). 
Remarque. La demonstration de cette proposition sera donnie en VI. 
111.2. THBOR~ME. Supposons F(Z) nilpotente, dim(r) < +a.~, et l’orbite R 
temp&!e et fermke. 
(1) L’application Q + T(4) enuoie continument Z’espace g(G) (T.9) 
dans respace des opkateurs ri trace dans respace de T. 
(2) II existe un voisinage ouvert V de 0 dans .% tel que j soit partout 
non nulle sur V, de classe C” et tel que, pour tout y E Q(V), on ait: 
tr T(y) = dim(r) - 1. (wj-l)*(Z) d/?,(l). 
-a 
Remarque. La demonstration de ce theoreme se reduit a la 
proposition 111.1 de la meme facon que dans mon papier [ 13 1. 
111.3. EXEMPLE 1. Supposons que G soit un groupe de Lie moyennable. 
Soit T une representation unitaire irreductible normale. I1 existe alors un 
couple (I, r) E siirr tel que T= T,,, [8]. 
Supposons que dim(r) < +co (ce qui est vrai au moins si G est connexe 
[ 191) et que R = G.1 soit temperee, fermee, et telle que Y(I) soit nilpotente. 
Alors les conditions du theoreme 111.2. s’appliquent. On retrouve les resultats 
de [13] (cf. aussi [15]). 
EXEMPLE 2. Supposons G algtbrique. Soient (I, r) dans sir’, T = T,,, , 
et 0 = G.Z. Supposons que l’orbite J2 soit fermee et de dimension maximale. 
Alors le thloreme 111.2. s’applique et (*) est valable. En effet G &ant 
algtbrique, on a d’une part dim(r) < +co, et d’autre part, R etant fermee, 0 
est temper&e (d’apres Pukanszky (pour le cas resoluble), d’apres Heckman 
(communication orale) et Ginsburg (preprint en russe) pour le cas general). 
Remarque. D’apres [ 31 et [lo] il y a des indications assez strieuses pour 
croire que les hypotheses du thtoreme 111.2. sont verifiees pour presque 
toutes (au sens de la mesure de Plancherel) les representations irreductibles 
d’une groupe de Lie unimodulaire dont la representation reguliere est de type 
I. 
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IV. LEMME DE REDUCTION DE LA FORMULE DU CARACT& 
Les notations sont celles de I et II. Soit N un sous-groupe fermi, invariant, 
connexe, et nilpotent dans G d’algibre de Lie JY. 
IV.l. Technique de rkcurrence pour la d$nition des reprbsentations T,,, 
Rappelons que (I, t) E 5Fi”, et T= T,.,. On note f = I IX, h = g(f), 
h = 1 I h H = G(f)x (cf. (I.2)), qf= keUlxm) (T. l), Q,= exp(qf) (T.4), 
<K = b/qf, G, = H/Qf, I, la forme lineaire induite par h sur F, . D’apres [ 8; 
IV] f, h, I, sont admissibles et bien polarisables. En plus, il y a une bijection 
canonique de X,(Z) sur X,,(f,). D’ou un element r, E X,,(f,) associe i 
r E X,(Z) par cette bijection, et done une representation T, = T,,,,, de G, 
associte a (I,, tl). Notons qu’en particulier r et r, operent dans le meme 
espace. A f on associe la representation irreductible T, de N par l’application 
de Kirillov [ 141. Le stabilisateur de T, dans G est G(f) N. On associe af, 
une representation canonique S, de GGf)M dans l’espace de T, veriliant: 
S,(x) Txp) S,(x) - ’ = T@(x) yrc(x) - ’ ) 
pour tout x E G(f)” et tout y E N [6, 81. 
On delinit alors une representation unitaire de G(f) N notee T, @ S,T, 
comme suit. Cette representation opke dans le produit tensoriel de l’espace 
de T, et l’espace de T, par la formule suivante: 
oti y E N, x E G(f), et 2 est un representant de x dans G(f),+ et 2 est 
l’image canonique de ,? dans G, = G(f)“jQf. 
On considke alors la representation I d,m,lG(T, @ S,7”) (T.lO). D’apres 
18, 91, on a alors T = Ind GV),,,T~(T, @S,T,). Ce resultat est vrai (par 
definition) dans le cas ou M est le plus grand ideal nilpotent de .F d’apres 
[8 ], et il a ete demontre dans le cas general dans [9]. 
IV.2.. Lemme de rkduction 
Les notations sont celles de IV.l. Soient a = G . 1, JJ, = G, . f, , j etj, les 
fonctions dttinies sur .F et Y, respectivement en (T.l l), dpG une mesure de 
Haar a gauche sur G et dX la mesure de Haar correspondante sur 55 (T.7), 
Qc, une mesure de Haar a gauche sur G, et dx, la mesure de Haar 
correspondante sur ,F1 (T.7). 
Supposons que G est temperte, fermee, que .!?(I) est nilpotente (I E 0) et 
dim(r) < +co. 
LEMME. Supposons qu’il existe un voisinage ouvert V, de 0 dans .Y, tel 
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que (G,, T,, 0,) ve’rl@e la condition (P) (cf: 111.1.). Alors if existe un 
voisinage ouvert V de 0 dans .F’ tel que (G, T, L!) ve’rifie la condition (P). 
Remarque. Lorsque ./tr est de Heisenberg ou abtlien, et G est connexe 
simplement connexe, ce lemme est voisin d’un risultat analogue de Kirillov 
1141. 
Dkmonstration du lemme. La dlmonstration de ce lemme se fait par 
r&urrence sur la dimension de Y. Si .F = {O}, on a G(f) = G(I) = G, et le 
lemme est alors vrai dans ce cas. On suppose dans a suite que dim(.F) > 0. 
On va distinguer plusieurs cas. 
ler cas. On suppose qu’il existe un idt5al ab6lien (2 invariant par 
l’action de G, et contenu dans ./tr tel que: 
dim(F(m)/ker m) < dim .F’(T. 1) oii m=&. 
On pose Q, = ker m, F’ = F(m)/CZ,, A, = exp(a,), A = exp(@) (T.4), 
G’ = G(m)n/Al (cf. (I. 1)). 11 est facile de voir que G’ est kgal i 
G(m)/A, x (f 1). On note x,,, le caracthe de A de diffkrentielle im. D’aprh 
IV. l., on peut associer i (I, r), un couple (1’, r’) et une reprisentation 
T’ = T,.,,, de G’ (on prend comme id&al nilpotent l’idbal abklien a), et on 
voit que le rCsultat de IV.l. se rkduit i T = Ind,(,,Tc(T’ o n) (T.lO) oti n est 
l’application canonique de G(m) dans G’ = G(m)/A, x (*I}. 11 est clair que 
l’on peut supposer G’ = G(m)/A, . On note .P = ..N‘(m)/a, (T. l), 
IV’ = exp(.P) (T.4), f’ =Sl,y,, Tf, 1 a reprksentation irriductible de N’ 
associte i f ‘, xf le caractke de N’(f’) de diffkrentielle if/I,< ,,,,,, 
qy = ker(f’ I,, ,,&, Q,, = exp(qY) (T.4), Cl = G’(f’)’ ‘/Q,., (cf. (I. 1)). Dans 
ces conditions, d’aprh IV. 1, il existe un couple (I’, , r’,) et une reprksentation 
T; = TV,,,; de G; tels que: 
T’ = Ind 
G’(I’)N’TG’ 
(T; @ S,, T,,). 
On a ,V’(f’) = cqf) + ~)/~, 9 G’(f’) = G(f)A/A,, Jv^‘(f’) = 
(.Ncf) + 6Y)/oC,, Q,, = QJA,. Utilisant les descriptions de G(f).* et de 
G’(f’y’ dans [8]: 
Gdf)“= {(x, 4) oti x E Gdf) et 4 une fonction sur les lagrangiens de 
M/M(f)), et G’(J’)“’ = {(x, w) oti x E G’df’) = GGf)A/A, et w est une 
fonction sur les lagrangiens de M’/N’df’)}, on voit qu’il y a une bijection 
de (A Wf))-?Q, sur G’(f ‘>“‘lQff induite par l’application: (x, 4) w (x, F) 
de (AGGf))“‘ sur (AG(f))“s’m’ oti $ est dCfini par $(‘<ii) = 4(t, + ~3’) (t, &ant 
une polarisation en fJ.N-Cm) dans N(m), $ + csd est une polarisation en f dans 
.fl, et toutes les polarisations en f dans JY sont de cette forme). En iden- 
tifiant (AG(f )>‘“/Qr et G’(f ‘>-“‘/Q, avec cette bijection il n’est pas difficile 
de voir que: 
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T; = x,,, @ T, (ceci decoule par exemple de resultats generaux de [ 91). On 
a des mesures de Haar fix&es sur Y et g,. On choisit une mesure de Haar 
sur Y(m), et une mesure de Haar sur a,. On en deduit des mesures de Haar 
sur .y/y(m), et sur y’ = yi /a,. Sur y(m)’ (T.2) on choisit la mesure duale 
de celle de y/,Y(m). On note a’ l’orbite de 1 Ige(mj sous l’action de G(m). On 
identilie l’orthogonal de GY, dans Y(m)* (T.2) au dual de 5’. Alors R’ est 
aussi l’orbite de 1’ sous faction de G’ = G(m)/,4 i . Comme dans [ 131 et [ 7 ] 
on en deduit du fait que a est temperee, fermee, et cY(l) nilpotente, que Q’ 
est temperee, fermee, et .??‘(I’) est nilpotente. Notons j’ et j; les fonctions j 
correspondantes a 55” et %‘I (T. 11). On choisit une mesure de Haar sur .% I. 
On est dans les conditions d’application de l’hypothese de recurrence a G’, 
T’, f2’, j’... D’aprb l’identilication faite plus haut, on en dbduit qu’il existe 
un voisinage ouvert I’; de 0 dans .Y; tel que (G;, T;, LI; = G; . 1;) verifie la 
condition (P) puisque (G,, T,, Q,) verilie (P). D’apres l’hypothese de 
recurrence apliquee a (G’, T’, 52’), on en deduit qu’il existe un voisinage I” 
de 0 dans Y’ tel que (G’, T’, J2’) verilie la condition (P). Remarquons que 
d’apres les constructions faites plus haut, on a: dim t = dim r’ = 
dim t; = dim 71. D’apres la m2me demonstration que [ 131; ler cas de la 
demonstration du lemme VII.2., on en deduit qu’il existe un voisinage ouvert 
V de 0 dans .Y tel que (G, T, 0) verifie la condition (P). 
Ceci termine la demonstration du lemme dans ce cas. 
2eme cas. On suppose que l’ideal . fl est une algebre d’Heisenberg de 
dimension 2p + 1 avec p > 0. La mCme demonstration que celle du 2eme cas 
de la demonstration du lemme VII.2. de [ 131 permet de conclure. On se 
ram&e au cas ou G est connexe et simplement connexe, et dans ce cas la, 
comme on l’a remarqd avant la demonstration, on utilise un resultat de 
Kirillov pour conclure [ 141. 
3eme cas. Si on n’est pas dans l’un des cas precedents, on en dtduit 
que .k” est dans le centre de P’, dim(M) < 1, etf# 0 si .J’“# (0). On a alors 
.Y = Ydf) = .Y, G, = G(f)“-= G(f) x {f 1 }, et T = IndGw lG T, . 11 est alors 
facile de verifier le lemme dans ce cas. Ceci termine la demonstration du 
lemme. C.Q.F.D. 
v. CAS D’UN GROUPE DE LIE DONT L’ALGkBRE DE LIE g 
EST RkDUCTIVE 
Supposons que .Y est reductive. Dans le cas oti G est connexe les reprtsen- 
tations T,,, oti (1, 7) E 9 irr delinies en II sont les representations irrtduc- 
tibles tempetees dont le caractere infinitesimal est regulier 181. 
Soient V, l’ensemble des X E [,F”, F?] tels que IIm(x)l < n pour toute 
valeur propre x de ad,,,rl X, Vz un voisinage de 0 dans le centre de .?Y tel 
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que I’application exponentielle soit un diffeomorphisme de V, sur son image. 
On note V= V, + V,. Alors V est un voisinage ouvert de 0 dans Y, G- 
invariant, et l’aplication exponentielle est un diffeomorphisme de V sur 
exp( V). Soient (I, t) E 5Piirr, T= T,,, et R = G.I. Supposons que R est 
ternpert, et que dim(r) < +co. 
LEMME. Pour tout v/ E 23(V), l’ope’rateur T(y) est tracable, et la formule 
(*) est vraie. (cf. Introduction). 
Remarque. L’orbite Q est temperee au moins dans les cas suivants: 
(1) .F semi-simple. 
(2) G a un nombre lini de composantes connexes. 
En effet dans chacun de ces deux cas, a est reunion finie d’orbites de la 
composante neutre du groupe. On se ram&e ainsi a l’orbite d’un groupe 
algebrique. D’autre part l’element I, en identifiant 55’ et .Y*, est semi-simple, 
l’orbite est alors fermee. On en deduit que l’orbite est tempiree d’apres 
Heckman et Ginsburg ] 111. Notons qu’il s’agit ici d’un rtsultat bien connu 
d’Harish Chandra. 
Dkmonstration du lemme. ler cas. Supposons que G est connexe. Dans 
ce cas utilisant les rtsultats de Wolf qui generalisent les rtsultats d’Harish 
Chandra a une classe de groupes de Lie reductifs contenant les groupes de 
Lie connexes riductifs [21], on voit que la mime demonstration que celle de 
Rossman [20] permet de conclure. 
2ime cas. Cas general. On va faire une reduction au cas connexe en 
utilisant les resultats de III.3 dans [S] qu’on va rappeler. On choisit une 
representation irrbductible r, de la restriction de t a G,(1),” (T.3, T.1, 1.2). 
On note G(I): le stabilisateur de r1 dans G(Z).” et G(I),, sa projection sur 
G(f). D’apres [S], on peut prolonger r1 en une representation projective de 
G(I):, qu’on note aussi t1 , et il existe une representation projective r2 de 
G(f),,/G,(I) telle qu’on ait: 
On note T,, = q:, la representation irreductible de G, associee a (I, 5,). Le 
stabilisateur de cette representation dans G est G(f),,G, (cf. II). 11 existe une 
representation projective T, de G(I),,G, verifiant en particulier 
T,(y) = T,(y) pour tout y E G,, et on a en plus T= Ind&+,(rz 0 T,); 
(pour tous ces rtsultats voir ([8]; 111.3)). Remarquons d’abord que d’apres 
(l), et dim(r) < +co, on aura: dim(t,) < +co, et 
dim r = [G(Z): G(I),l] dim(t,) dim(r,), (2) 
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ou [G(Z): G(Z),,] est l’indice de G(Z),, dans G(Z). D’autre part R Ctant 
temptree, si y E g( v>, l’application It-+ (I& l)-(Z) est @,-integrable (T.8). 
Notons Q,, = G,.k do,, &G(I),,Goy &G(I)Go les mesures de Haar correspon- 
dantes respectivement h la mesure de Haar choisie sur ,v (T.7). On a alors: 
j-Q w’m@,u) = 1’ (1 w’rw @Q”V)) 
GIG(I)G, R, 
x 4 G,G(,)Go(X) (T-6). (3) 
Supposons que T(y) est tracable. D’apres par exemple [2, Chap. V], on a: 
tr T(y) = J 
GIGU),,G, 
trh @ T,>(~“)(d~c,G(,),,c,(x) 
ou yX est detinie sur .Y par: y/(X) = y/(x.X). 11 est facile de remarquer que: 
72 @ T, 1 G, = dim(r,).T,,. On a done 
tr T(y)=! 
G&U),IG, 
dim(7J.tr To(Vx) dP~,~(~~,,~,(x)~ 
D’apres le ler cas, on a: 
tr T(v) = 1 dim(r,).dim 71 
GIGW,,Go 
tr T(y) = dim(r,) dim(r,) 
(ti-‘)-(xd d&,(4 
tr T(y) = [G(Z): G(Z),l] dim(t,) dim(r,) 
x1‘ (i k-‘)-(x.~) 4Lo(z) (4) . G/G(/,G, -0, 
Utilisant (2), (3), (4), on en deduit (*). 
La meme demonstration permet de deduire que: si T(y) est un operateur 
positif, alors il est tracable, et utilisant [4] on peut conclure que pour tout 
ty E g(V), T(y) est tracable. C.Q.F.D. 
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VI. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION III. 1. 
On fait la dkmonstration par rkcurrence sur la dimension de .%‘. Soient ~ +. 
le plus grand id&al nilpotent de Y, N = exp(,k^) (T.4), et f = II,, . D’aprks 
IV.1. on dlfinit I,, ,%,, G,, T, ,... tels que: 
T = Ind&,(T, 0 S,T,>. 
On a alors deux cas 1 distinguer: 
ler cas. dim ,Y1 < dim .Y. En utilisant l’hypothise de rkcurrence, et le 
lemme de rkduction de IV.2.; on en dkduit le rtsultat voulu. 
2ime cas. dim ,Y, = dim .Y. Dans ce cas .Z = 3, et de plus .Z est 
rkductive. On se trouve alors dans la situation du lemme de V. Ce qui permet 
de conclure dans ce cas. C.Q.F.D. 
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